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一、实验目的 

1.掌握四阶经典龙格-库塔法（Classical 4th-order Runge-Kutta Method）的

基本原理与推导过程； 

2.运用该方法求解常微分方程初值问题，理解其几何意义与计算流程； 

3.通过 MATLAB 编程实现算法，对比不同步长对数值解精度的影响； 

4.培养数值实验分析与结果可视化能力。 

二、问题描述 

取步长ℎ = 0.1，用四阶经典龙格库塔公式求初值 

{
𝑦′ = 1 −

2𝑥𝑦

1+𝑥2

𝑦(0) = 0
            0 < 𝑋 ≤ 2 

的数值解，并通过列表与画图将计算结果𝑦(𝑥) =
𝑥(3+𝑥2)

3(1+𝑥2)
进行比较。 

三、算法原理 

3.1 基本思想 

利用区间[𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1]内多个点的斜率加权平均，构造高精度近似公式。其四

阶格式通过泰勒展开匹配至ℎ4项，避免高阶导数直接计算。 

3.2 四阶经典龙格-库塔公式 

对于步长ℎ，迭代公式为： 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 +
ℎ(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4)
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其中，四个𝑘值的表达式为： 

𝑘₁ = 𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) 

𝑘₂ = 𝑓(𝑥𝑛 +
ℎ

2
, 𝑦𝑛 +

ℎ

2
𝑘1) 

𝑘₃ = 𝑓(𝑥𝑛 +
ℎ

2
, 𝑦𝑛 +

ℎ

2
𝑘2) 

𝑘₄ = 𝑓(𝑥𝑛 + ℎ, 𝑦𝑛 + h𝑘3) 

在计算出这四个斜率后，用他们的加权平均值来更新𝑦值。 



几何解释： 

𝑘₁：初始点的斜率（欧拉法预测值）。 

𝑘₂：中点的斜率，用𝑘₁预测区间中点的𝑦值，然后再预估中点的斜率。 

𝑘₃：利用刚刚求得的、更准确的𝑘2预测中点的𝑦值，修正斜率。 

𝑘₄：终点的斜率，来预估末端点的斜率。 

 

图 1 四阶经典龙格-库塔公式几何分析 

最终增量为四者加权平均，兼顾局部与全局趋势。 

四、实验步骤 

1.初始化 

设定步长ℎ，计算节点数𝑁 = (𝑏 − 𝑎)/ℎ； 

2.预分配存储 

创建数组𝑥与𝑦存储节点与数值解； 

3.迭代计算 

对每个节点𝑥𝑛，依次计算𝑘1、𝑘2、𝑘3、𝑘4；按加权公式更新𝑦
𝑛+1

；推进

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + ℎ； 

4.结果对比 

计算解析解，求误差𝜖 = |𝑦num − 𝑦true|； 

5.可视化 

绘制数值解与解析解曲线，误差分布图； 

6.制表输出 

生成关键节点数据表，对比不同步长结果。 



六、实验结果 

6.1 数值解与解析解对比（步长ℎ = 0.1） 

 

图 2 步长 h=0.1 时数值解与解析解 

6.2 可视化结果 

 

图 3 数值解与解析解曲线图                图 4 数值解与解析解误差曲线图 

 

图 5 数值解与解析解曲线部分放大 



七、结果分析 

1.精度验证 

四阶龙格-库塔法在ℎ = 0.1时已能达到10-6级精度，满足一般工程需求； 

2.步长影响 

步长缩小 10 倍，误差约减小104倍，验证了方法的 4 阶收敛性。但步长过

小会增加计算量与舍入误差； 

3.效率优势 

相比欧拉法（1阶）与改进欧拉法（2阶），此方法在相同精度下所需步数

更少，稳定性更好； 

4.误差来源 

主要包括局部截断误差、舍入误差与函数求值误差，步长选择需平衡精度

与效率。 

八、结论 

1.成功实现了四阶经典龙格-库塔法求解初值问题的程序，算法稳定可靠； 

2.数值结果与解析解高度吻合，验证了该方法的高精度特性； 

3.步长是影响数值解精度的关键因素，实际中应根据误差容限自适应调整； 

4.本方法适用于难以解析求解的非线性微分方程，在物理、工程建模中具有重

要应用价值。 

 

九、附录：MATLAB 源代码 

% 把之前跑的变量、图全清空 

clc; close all; 

% 定义微分方程 y' = 1 - 2xy/(1+x²) 

f = @(x, y) 1 - (2*x*y) / (1 + x.^2); 

% 精确解 

exact_solution = @(x) (x .* (3 + x.^2)) ./ (3 * (1 + x.^2)); 

% 初始条件：x 从 0 开始，y 也先给 0 



x0 = 0; 

y0 = 0; 

% 步长：每走 0.1 步记录一次 

h = 0.01; 

% 步长终点 

x_end = 2; 

% 先把 x 向量算好：0, 0.1, 0.2, ..., 2，一共 21 个点 

x = x0:h:x_end; 

% y 先全填 0，待会儿一个点一个点往里填 

y = zeros(size(x)); 

y(1) = y0;          % 第一个点先设置好初始值 

% 四阶龙格-库塔 

for i = 1:length(x)-1 

    k1 = h * f(x(i), y(i));                          % 起点斜率 

    k2 = h * f(x(i) + h/2, y(i) + k1/2);             % 中点斜率 1 

    k3 = h * f(x(i) + h/2, y(i) + k2/2);             % 中点斜率 2 

    k4 = h * f(x(i) + h,   y(i) + k3);               % 终点斜率 

    y(i+1) = y(i) + (k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)/6;       % 四个斜率加权平均 

end 

% 计算精确解 

y_exact = exact_solution(x); 

% 误差：数值解跟标准答案差多少，取绝对值 

error = abs(y - y_exact); 

% 把输出格式调成“长格式”，小数点后 10 位 

format long g 

% 命令行打印：四列——x、数值解、精确解、误差 

disp('x 值    数值解 y 值    精确解 y 值    误差'); 

for i = 1:length(x) 

    fprintf('%.1f    %.10f    %.10f    %.10e\n', x(i), y(i), y_exact(i), error(i)); 

end 



 

% 画图 1：数值解 vs 精确解，蓝圈红线 

figure; 

plot(x, y, 'b-o', x, y_exact, 'r-'); 

legend('数值解', '精确解'); 

xlabel('x'); ylabel('y'); 

title('四阶经典龙格-库塔方法求解初值问题'); 

grid on; 

% 画图 2：误差曲线，绿色折线 

figure; 

plot(x, error, 'g-'); 

xlabel('x'); ylabel('误差'); 

title('数值解与精确解的误差'); 

grid on; 

% 画图 3：数值解与精确解比较表 

data = cell(length(x), 3);          % 先整一个空 Cell 数组 

for i = 1:length(x) 

    data{i,1} = sprintf('%.10f', x(i));        % x 值 

    data{i,2} = sprintf('%.10f', y(i));        % 数值解 

    data{i,3} = sprintf('%.10f', y_exact(i));  % 精确解 

end 

% 新建窗口，放表格 

f = figure('Name', '数值解与精确解比较表', 'NumberTitle', 'off', ... 

           'MenuBar', 'none', 'ToolBar', 'none', 'Position', [1000, 1000, 600, 400]); 

t = uitable('Parent', f, 'Data', data, ... 

            'ColumnName', {'x 值', '数值解 y 值', '精确解 y 值'}, ... 

            'Position', [30, 30, 560, 360], 'FontSize', 12); 

% 调整列宽 

t.ColumnWidth = {60, 120, 120}; 


